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GROUPES A CLASSES DE CONJUGAISON INFINIES : QUELQUES 

EXEMPLES 


Jean-Philippe PREAUX^ ^ 


Abstract. We consider the group property of being with infinite conjugacy classes (or 
ICC, i.e. 7 ^ 1 and of which all conjugacy classes except 1 are infinite) in some particular 
cases, and more particulary in case of specific elementary algebraic constructions or of 
some 3-manifold fundamental groups. 

Resume. Nous etudions la propriete pour un groupe d’etre a classes de conjugaison infinis 
(ou cci, i.e. 7 ^ 1 et dont toutes les classes de conjugaison autres que 1 sont infinies) dans 
certains cas particuliers, et plus particulierement dans le cas de constructions algebriques 
elementaires, ou de groupes fondamentaux de certaines 3-varietes. 


1. Introduction 


La propriete de groupe d’etre a classes de conjugaison infinies est particulierement 
simple a enoncer (voir la definition section 2). Elle est motivee par la caracterisation de 
Murray et Von-Neumann des algebres de Von-Neumann qui sont des facteurs de type II-1 


(cf. IROIVQ : 


Caracterisation de Murray et Von-Neumann. Soient P un groupe et IPj((r) son 
algebre de Von-Neumann. Alors IPj^(r) est un facteur de type II-1 si et seulement si P 
est cci. 

Nous etudions plus particulierement la stabilite de cette propriete par certaines con¬ 
structions algebriques elementaires, et le cas des groupes fondamentaux de certaines 3- 
varietes. L’etude que nous menons est somme toute elementaire ; le lecteur interesse 
pourra trouver des resultats analogues de plus grande portee dans |(loj , [HP] et |Prj . 


Ce travail a ete effectue durant I’ete 2004 alors que I’auteur se trouvait a I’universite 
de Geneve et a ete partiellement finance par le Ponds National Suisse de la Recherche 
Scientifique. L’auteur tient a remercier les mathematiciens Genevois pour leur accueil, 
et plus particulierement Goulnara Arjantseva et Pierre de la Harpe. L’auteur remercie 
encore Pierre de la Harpe de lui avoir introduit le probleme, ainsi que des nombreuses 
discussions et des commentaires apportes. 


2. Definitions et exemples 

Definition 1. Un groupe est dit d classes de conjugaisons infinies (ou cci) si il est non 
trivial, et si tout element non trivial a une classe de conjugaison infinie. 

II est commode de caracteriser cette propriete en terme de centralisateur plutot qu’en 
terme de classe de conjugaison. 

Proposition-Definition 1. Un groupe non trivial est cci si et seulement si tout element 
non trivial a un centralisateur d’indice infini. 
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Preuve. On note G le groupe, et Z{g) le centralisateur d’un element g a G. Solent 
g £ G — {1}, et a, 6 G G. Supposons que aga~^ = bgb~^ : 

aga~^ = bgb~^ {h~^a)g = g{b~^a) b~^a £ Z{g) 

Ainsi aga~^ ^ bgb~^ si et seulement si a et 6 sont dans des right-cosets diffCTents de 
GfZ{g) et done, la classe de conjugaison de g, [[g]], est en correspondance bi-univoque 
avec GfZ{g). Ainsi #[[g]] = i^{G/Z{g)), ce qui permet de conclure. □ 

On pent deja etablir quelques exemples evidents : 

Proposition 2.1. 

(1) Les groupes libres de rang > 2 sont cci. 

(2) Les groupes Gromov-hyperboliques non elementaires et sans torsion sont cci. 

(3) Les groupes ay ant un nombre fini (non nul) d’elements de torsion (en particulier 
les groupes finis), ne sont pas cci. 

(4) Les groupes virtuellement aheliens ne sont pas cci. 

(5) Les groupes ayant un centre non trivial ne sont pas cci. 

Preuve. Dans un groupe libre le centralisateur d’un element non trivial est cyclique infini. 
Puisqu’un groupe libre de rang > 2 n’est pas virtuellement Z, cela prouve (1). Dans un 
groupe hyperbolique le centralisateur d’un element d’ordre infini est virtuellement cyclique 
f |CDPj l. Ainsi a I’exception des cas ou le groupe est fini ou virtuellement cyclique, le 
centralisateur d’un element est toujours d’ordre infini, ce qui prouve (2). Pour prouver (3) 
considerons un element g de torsion (non trivial). Tons ses conjugues ont meme ordre que 
lui, et sont done aussi de torsion. Ainsi g n’a qu’un nombre fini de conjugues. Pour prouver 
(4) appelons A un sous-groupe abelien d’indice fini dans un groupe G, et considCTons un 
element non trivial g £ A. Alors Z{g) D A, et done Z[g) est d’indice fini dans G. Pour 
prouver (5) il suffit de remarquer que tout element du centre a pour centralisateur le 
groupe ambient. □ 


3. Stabilite par construction algebrique 

Afin de considCTer le cas d’un produit libre, il nous est necessaire d’etablir le lemme 
suivant : 

Lemme 3.1. Soient A,B des groupes non triviaux. Soit A et B sont tous deux d’ordre 
2, soit A* B contient le groupe libre de rang 2. 

Preuve. Si A et i? contiennent chacun un element d’ordre infini a £ A, b £ B, alors 
< a > * < 6 > est un sous-groupe de A* B isomorphe a F{2). 

Si A ou i? contient un element d’ordre > 2, A*B contient un sous-groupe < x,y \ x^, y’^ >, 
avec r > 2 et s > 0, s 7 ^ 1. On pose a = x{xy)x~^ et b = yx{xy)x~^y~^. Alors avec le 
theoreme d’ecriture sous forme reduite, un mot reduit non trivial sur a et b est non trivial 
dans A* B, et done a et b engendrent un groupe libre de rang 2. 

Pour finir, si A et i? ne sont pas tous deux d’ordre 2, mais ne contiennent que des 
elements d’ordre 2, alors A*B contient < x,y,z \ (xy)^, >. Alors comme 

precedemment, a = x{yz)x et 6 = zx{yz)xz engendrent un groupe libre de rang 2. □ 

Proposition 3.1 (Produit libre). Soient A,B deux groupes non triviaux. Si A ou B 
est d’ordre > 2, alors A* B est cci. 

Preuve. Soit u un element dans un des deux facteurs ; sans perte de g&eralite on sup¬ 
pose u £ A. Avec le theoreme de commutativite dans un produit libre (cf. [MKS]), le 
centralisateur de u dans A*B n’est rien d’autre que le centralisateur de u dans A. Puisque 
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A est d’indice infini dans A*B, il en va de meme de Z[u). Maintenant si v est un element 
qui n’est pas dans un des facteurs, son centralisateur est cyclique infini. Pour conclure il 
suffit d’utilise! le lemme precedent : puisque A * B contient le groupe libre de rang 2, il 
ne pent pas etre virtuellement Z, et done A* B est cci. □ 

Remarque : Dans le cas restant, celui du groupe Z 2 * Z 2 , ce dernier contient un groupe 
cyclique infini d’indice 2 (si Ton note A* B =< a,b \ >, considerer < ab>), ei n’est 

done pas cci. 

Proposition 3.2 (Sous-groupe d’indice fini). Si G est cci, et si K est un sous-groupe 
d’indice fini de G, alors K est aussi cci. 

Preuve. Soit n 7 ^ 1 dans K. On note respectivement Zg{u) et et Zk{u) son centralisa¬ 
teur dans G et K ] trivialement Zk{u) = Zg{u) fl K. Puisque G a la propriete H, Zg{v) 
est d’indice infini dans G. Si Zk{u) etait d’indice fini dans K, il serait aussi d’indice fini 
dans G, ce qui est impossible puisque Zg{u) D Zk{u). □ 

Remarque : La reciproque est fausse ; il suffit pour voir cela de considerer le groupe 
F2 X Z2. Elle devient vraie lorsque Ton suppose que le groupe est sans torsion. 

Proposition 3.3 (Extension finie). Si G est sans torsion, et si K est un sous-groupe 
d’indice fini de G cci, alors G est aussi cci. 

Preuve. Supposons que G ne soit pas cci, bien qu’il contienne un sous-groupe d’indice 
fini cci. Ainsi, il existe u 1 dans G, tel que Zg{u) soit d’indice fini dans G, et done 
Zg{u) f] K = Kq est d’indice fini dans K. Necessairement u ^ K, car cela contredirait le 
fait que K est cci. Mais il est facile de voir qu’il existe n > 1 tel que u” £ K. L’ensemble 
Kq est Indus dans Zk{u'"'), qui est done necessairement d’indice fini dans K. Puisque K 
est cci, on a «”■ = 1 , et done G a de la torsion. □ 

Proposition 3.4 (Epi-residuellement cci). Soit G un groupe ; si pour tout g G G —{1} 
il existe un morphisme surjectif (j) sur un groupe cci, tel que 4>{g) 1 (on dira que G est 

epi-residuellement H), alors G est cci. 

Preuve. Soit (p : G —> K un epimorphisme sur un groupe K cci. Remarquons que 
puisque (p est surjectif, un conjugue de p{g) dans K est I’image par p d’un conjugue de g 
dans G. Ainsi, puisque K est cci, si p{g) 1 sa classe de conjugaison dans K est infinie, 
et done la classe de conjugaison de g dans G est elle-meme infinie. □ 

On en deduit directement : 

Proposition 3.5 (Produit direct). Soient A et B deux groupes non triviaux. Le produit 
direct Ax B est cci si et seulement si A et B sont cci. 

Preuve. Si A ou R est non cci, trivialement A x B n’est pas cci ; aussi supposons dans 
la suite que A et R sont tons deux cci et montrons que A x R est cci. Soit u = ab, avec 
a £ A et b £ B. Si 7 / 7 ^!, alors sans perte de generalite on pent supposer a 7 ^ 1. En 
consider ant la projection canonique Ax B —> A, la proposition EIH per met de conclure. 
□ 


On pent verifie aussi la stabilite de la propriete d’etre cci par extension. 
Proposition 3.6 (Extension). Soit G I’extension de deux groupes cci K et Q : 
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Alors G est aussi cci. 

Preuve. Soit a; 7 ^ 1 un element de G. Si a; G K, sa classe de conjugaison dans K est 
infinie, et il en est done de meme de sa classe de conjugaison dans G. Si w ^ K, alors 
p{u}) a une classe de conjugaison infinie dans Q, et done puisque p est surjectif, la classe 
de conjugaison de uj dans G est aussi infinie. □ 

Proposition 3.7 (Amalgame). Si A et B sont deux groupes cci, et si G = Af] B n’est 
pas d’indice 1 ou 2 dans chaque facteur, alors le produit amalgame A *c B est cci. 

Preuve. On pent supposer que A,B ^ {!}, car autrement le groupe obtenu n’est autre 
que A ou B. De la meme fagon on pent supposer que G est d’indice > 1 dans A et dans 
B. 

Soit u & A *c B ] si u est dans un des facteurs, par exemple A, sa classe de conjugaison 
dans A *c B contient sa classe de conjugaison dans A, et est done infinie. 

Supposons sans perte de generalite que G est d’indice > 2 dans A. Considerons un 
element u ^ 1 quelconque dans A *c B, que Ton peut supposer cycliquemet reduit. Le 
cas ou u est dans un des facteurs ayant deja ete traite, on peut supposer que u s’ecrit sous 
forme cycliquement reduite u = aibi. ■ ■ ■ .anbn, avec n > 1 . L’ensemble des right-cosets 
A/G contient au moins trois elements distincts l.C, a.G et a^.G. On choisit o G A hors 
de la classe l.C et dans une classe diffCTente de celle de aj"^. On choisit b ^ B — C. Avec 
ce choix, tons les elements {ba)"'.u.{ba)~"' de la classe de conjugaison de u sont distincts. 
Ainsi tout element non trivial de A *cB a une classe de conjugaison infinie, ce qui conclut 
la preuve. □ 

Le meme modele de preuve s’applique pour montrer : 

Proposition 3.8 (Extension HNN). Si A est cci, et si G est un sous-groupe d’indice 
> 2 dans A, Vextension HNN A*c est cci. 

Preuve. Soit avec (p : C —> (p{G). On note t une lettre stable, telle que tct~^ = (p{t) 
pour tout c € C. Comme precedemment on peut se ramener facilement au cas d’un element 

cycliquement rMuit de longueur > 1, u = . otpGr, avec Up 7 ^ 0. On a au moins 3 

right-cosets dans A/C : l.C, a.C, et a^.C. On choisit a G A hors de l.C et de la classe 
de Alors tons les elements pour n > 0 sont distincts dans la classe de 

conjugaison de tt, ce qui per met de conclure. □ 

Et on obtient en corollaire immediat : 

Proposition 3.9 (Graphes de groupes). SiT = 'Ki[Q,X) est le groupe d’un graphe de 
groupe dont tous les groupes de sommet sont cci, et tel que pour toute arete e d’origine sq 
et d’extremite si, G(e) est d’indice > 2 dans G(so) ou bien dans G{si), alors T est cci. 

4. Groupes de 3-varietes 

Nous considerons d’abord le cas des groupes fondamentaux de fibrfe de Seifert id. |Seij L 
En utilisant le fait que dans un groupe de Seifert, la classe d’une fibre reguliere a un 
centralisateur d’indice fini (cf. CHI), on etablit immediatement : 

Proposition 4.1 (Fibres de Seifert). Les groupes de fibres de Seifert ne sont pas cci. 

Considerons maintenant le cas des varietes hyperboliques de volnme fini. II montre une 
autre application directe de la proposition 13.4L 

Proposition 4.2 (Hyperboliques et y = 0). Les groupes de 3-varietes hyperboliques 
de volume fini non elementaires sont cci. 
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Preuve. Considerons une variete M verifiant les hypotheses ; M est une 3-variete hy- 
perbolique a bord torique ou vide, qui n’est ni un tore solide, ni un tore epaissi. En 
outre, la classification des isometries hyperboliques montre que 7ri(M) est sans torsion (cf. 
[bp]), et done avec la proposition |231 en considerant le revetement d’orientation de M on 
supposera M orientable. 

Le theoreme de chirurgie hyperbolique de Thurston affirme qu’il existe une suite de 
variety hyperboliques fermees (M„)„, obtenues par obturation de Dehn sur M, con- 
vergeant vers M pour la topologie geometrique (cf. EPj). Ainsi on a une suite d’epimorphismes 
{(t)n : ttiM — TTiMn)n- Par definition de la topologie geometrique, si u / 1 G ttiM, pour 
n ^ 0, (j)n{u) ^ 1 ] et tons les groupes vriM^ sont hyperboliques au sens de Gromov. De 
plus pour n S> 0 ils sont non elementaires (ceci car leurs points fixes dans convergent 
vers les points fixes de ttiM et sont done pour n ^ 0 en nombre > 2). Ainsi avec la propo- 
sition im 121. ttiM est epi-residuellement cci, et la proposition 13.41 oermet de conclure. □ 

Nous traitons maintenant le cas des groupes de 3-varietes orientables suffisament large. 
Rappelons qu’un 3-variete orientable est dite suffisament large si elle contient une surface 
incompressible a deux faces ; une 3-variete orientable est Haken si elle est irreductible et 
suffisament large. 

Proposition 4.3 (Le cas Haken orientable). Soit M un 3-variete Haken orientable ; 
alors soit tti(M) est cci soit M est un fibre de Seifert. 

Preuve. Nous avons vu qu’un fibre de Seifert a un groupe non cci ; aussi supposons que 
7ri(M) est non cci et montrons que M est un fibre de Seifert. Rappelons que le groupe 
d’une 3-variete Haken est non trivial (car il contient un groupe de surface infini) ; ainsi, 
soit u 1 dans ayant un centralisateur Z{u) d’indice fini, et soit p : N —M le 

revetement fini associe a Z{u). Clairement '7ri(A^) = Z{u) a un centre non trivial. De plus 
necessairement N est Haken : le corollaire 13.5 de |Hej montre que N est irreductible, 
et de plus si S est une surface incompressible a deux faces dans M, p~^{S) est une 
surface incompressible a deux faces dans N. Le corollaire H.5.4 de DE] montre que N 
est necessairement un fibre de Seifert et le theoreme H.5.3 (CHI) montre qu’il en est alors 
de meme pour M. □ 

Proposition 4.4 (Le cas orientable suffisament large). Soit M une 3-variete ori¬ 
entable et suffisament large ayant un groupe fondamental non diedral infini ; alors soit 
7ri(M) est cci, soit la completee de Poincare V{M) est un fibre de Seifert. 

Preuve. Considerons la decomposition de Kneser-Milnor (cf. |Hej l de M : 

M = Ml# • • • #Mn#Bi# ■ • • #Bp#Ci# ■■■Cg 

avec n,p,q G N, et ou les Mi sont non simplement connexes et premiers, les Bi sont des 
boules et les Ci des fausses 3-spheres. Puisque M est suffisament large, iti{M) est non 
trivial (car il contient un groupe de surface infini) et done n > 0. La completee de Poincare 
V{M) est alors definie comme etant : 

V{M) = Ml# • • • #Mn 

et de plus -nfiM) = 7ri(P(M)) = 7ri(Mi) * • • • * 7ri(M„). Ainsi avec la proposition 14.11 si 
V{M) est un fibre de Seifert, alors irfiM) n’est pas cci. Supposons dans la suite que 7ri(M) 
n’est pas cci. Alors avec la proposition 13.1 1 soit tti[M) est diedral infini, soit n = 1. Ainsi 
sous nos hypotheses V{M) = Mi et soit Mi = S'^ x S^ soit Mi est irreductible. Dans le 
premier cas V{M) est un fibre de Seifert, et dans le second cas, puisque M contient une sur¬ 
face incompressible a deux faces. Mi est Haken, et la proposition l4.3l donne la conclusion.□ 
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Dans m ces resultats ont ete generalises an cas de groupes fondamentaux de 3-varietes 
quelconques. 
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